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TUTORIAL FUNDAMENTOS VECTORIALES 
El uso de vectores es frecuente en industria, más si cabe en el área de mantenimiento donde es habitual 

trabajar con croquizados, fuerzas y estimaciones de momentos.  

Por ello existe una amplia materia y formación en este tipo de disciplina, destacando en el tutorial de hoy 

las posibilidades de expresión del giro como vector, caso que presenta ciertas particularidades de carácter 

conceptual. 

PLANTEAMIENTO 

GIRO EN EL PLANO 

En este caso el vector �� es girado a la posición ������ un ángulo α en un plano caracterizado por el vector ��� 

unitario (módulo unidad) y perpendicular al plano (del papel) y de sentido saliente. 

Así el producto vectorial ��� 	� 	�� es un vector perpendicular a los 2 vectores u y r, por lo que se situa a 90º 

de r en el plano del giro.  

 

Figura 1 
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GIRO ESPACIAL 

Se trata de girar el vector �� a una posición ������ mediante un giro de ángulo α y obtener la expresión analítica 

del nuevo vector (en función del primero).  

 

Figura 2 

EXPRESIÓN ANALÍTICA 

GIRO EN EL PLANO 

Resulta inmediata la obtención de la siguiente fórmula a partir de la figura 1: 

�	����� 
 �� �	��� �	�� �	���� 	� ��� 

GIRO EN EL ESPACIO 

A partir de la figura 2 se comprueba que: 

������ 
 ��´�������� 
 	��´�������� 	� 	�´�´��������� 
 


 �	�	����	������ �	cos �	�´��������� �	sin �	���	�	�´��������� 
	 


 �	�	����	������ �	cos �	���� 	�	��� � ��� �	sin �	��� 	� ����� � ��� � ��� 
 


	 �	�	����	������ � cos �	�� ! cos �	���	������� �	sin �	��� �	�� 
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 cos � �� + (1 − cos �)(��� ��)��� +  sin � ��� × �� 

Resumiendo: 

�	����� = �� � ��� + (	 − �� �)(���� ���)���� +  �� � ���� × ��� 

PROPIEDADES DE LA EXPRESIÓN ANALÍTICA 

GENERALIZACIÓN A DOS GIROS COÁXICOS 

Si al vector ������ de la figura2 realizase un segundo giro de ángulo  β se tendría que: 

r$���� =  cos %  ������ + (1 − cos %) (��� �� �����)��� + sin %  ���  ×  ������ 

Desarrollando se llegaría a que: 

�&����� = ��(� + ')����� + (	 − ��( � + '))(���� ���)���� +  ��(� + ') ���� × ��� 

Es decir, los giros coáxicos son conmutativos. 

GENERALIZACIÓN A DOS GIROS NO COÁXICOS 

En este caso aparecería un segundo vector unitario �������, unitario y perpendicular al plano donde se efectúa 

este segundo giro, y siendo la expresión del vector �$����: 

r$���� =  cos %  ������ + (1 − cos %) (������� �� �����)��� + sin %  �������  ×  ������ 

Desarrollando se llegaría a: 

�&����� = �� � �� ' ��� + (	 − �� �) �� '(�������)���� +  �� � �� ' ���� × ��� +  �� � (	 −

�� ')(�������)�	����� + (	 − �� �)(�������)(�����	�����)���� + �� � (	 − �� ') 

(����, ���, �	�����)�	����� + �� � �� ' �	����� × ��� + (	 − �� �) �� ' (�������)�	����� × ���� + �� � �� ' �	����� × (���� × ���) 

En este caso se puede hablar de no conmutatividad. Para su demostración se muestra el siguiente 

contraejemplo: 

Vector �� = )� + *� + +�� 

• Giros  

o α = π / 2 en el plano definido por ��� =  )� (plano paralelo a YZ por el extremo del vector)  

o β = π / 2 en el plano definido por ������� = *� (plano paralelo a XZ por el extremo del vector) 

• Se obtiene el vector �$���� =  )� − *� −  +�� 
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� Giros 

� α = π / 2 en el plano definido por ��� =  *� 

� β = π / 2 en el plano definido por ������� = )� 

� Se obtiene el vector �$���� =  )� + *� +  +�� 

Dado que la estructura de espacio vectorial exige de la conmutatividad en la suma, se 

concluye que los giros no son expresables por vectores. 

GIROS INFINITISEMALES 
La anterior conclusión presenta una excepción en el caso de que se analicen giros infinitesimales puesto 

que: 

o cos � = 1 −  ,-

$
 y sin � =  � 

o cos % = 1 − .-

$
 y sin % =  % 

que al sustituirse en la expresión general 

�$���� = cos � cos % �� + (1 − cos �) cos %(�����)��� +  sin � cos % ��� × �� + cos � (1 − cos %)(�����)������� +

(1 − cos �)(�����)(����������)��� + sin � (1 − cos %) 

(���, ��, �������)������� + cos � sin % ������� × �� + (1 − cos �) sin % (�����)������� × ��� + sin � sin % ������� × (��� × ��) 

se obtiene al eliminar por la aproximación anterior las potencias mayores que 1 la siguiente fórmula: 

�&����� =  ��� +  � ����  ×  ��� +  ' �	�����  × ��� 

simétrica y que verifica la deseada conmutatividad en el giro de vectores. 

CONCLUSIÓN 

1. Siempre que el resultado final sea un movimiento infinitamente pequeño se puede tratar el 

giro a partir de vectores y espacios vectoriales. 

2. Por ello se habrá de considerar una secuencia finita de giros infinitesimales- 

3. En ese contexto los giros sí son permutables o conmutables.  

 


